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Образование предварительных напряжений (ПН)

В биологических структурах…В инженерных конструкциях…
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Равновесие начального состояния:

Наложение малых колебаний:
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Модель колебаний упругого преднапряженного тела
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Изгибные колебания пластин

Frequency

Kirchhoff’s 

model

Планарные колебания пластин
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Подход к моделированию колебаний начально напряженных тел
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Этап 1: описание полей ПН

(решение задачи статики)

Этап 2: установившийся 

режим колебаний

Анализ влияния параметров ПНС 

пластин с отверстиями на АЧХ
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Колебания полосы с покрытием и зоной отслоения
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Осесимметричные колебания цилиндра с остаточными напряжениями
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Осесимметричные колебания цилиндра с остаточными напряжениями
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Чувствительность АЧХ к  σ0 Чувствительность полей  u  к  σ0 



Осесимметричные колебания цилиндрической оболочки

Гипотезы

r, у y h

R

0

R2

R1 z

r

O

R2
R1

L
z

,,   0,   

,      ( , )

r z zu w u u u yw

E y z





= = = −

   )  1 2, , 0,2 , 0,V r R R z L =   

Ост. напряжения

0 0,      ( , )z y z 

( )2 1 0 2 1 0,   2,   h R R R R R y r R= − = + = −

(6)

(7)



Осесимметричные колебания цилиндрической оболочки

Сравнение с классическим (1D) и МКЭ (2D) решениями

зажатый цилиндр консоль зажатый цилиндр

АЧХ для функционально-градиентного материала
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Решетчатая пластинка склеры глаза (lamina cribrosa)

R = 1 мм = 1000 μм,   h = 0.25 мм = 250 μм

H = h / 1.6 поправка на снижение жесткости вдоль 

толщины 

E = 1.43 МПа,    ν =  0.45,    ρ = 1060 кг/м
3

p0 = 15 мм. рт. ст. – норм. ВГД;   w0 = 43 μм

p0 = 35 мм. рт. ст. – повыш. ВГД;  w0 = 100 μм

Расчетные значения взяты из 

литературы:

• Краковская Е.В // Российский 

журнал биомеханики 12(2) 2008

• Бауэр С.М., Воронкова Е.Б. // 

Вестник СПбГУ. Сер.1. 1(59) 2014
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Постановки обратных задач (ОЗ)
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ОЗ 1-го типа для плоской области
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О единственности восстановления 2D ПН

Измерение 

смещений всюду в 
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Дополнительная 

информация:

Лемма. Пусть сущ. 2 решения
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– система 2 линейных уравнений для 3 компонент
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О единственности восстановления 2D ПН

Рассмотрим 2 случая:
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О единственности восстановления 2D ПН

Случай 2: ПН общего вида:
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Замечание. Проверка этих условий требует нахождения вторых 

производных перемещений, что является некорректной задачей и 

может быть реализовано с использованием сплайн-

аппроксимации.
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ОЗ 1-го типа для цилиндра и оболочки
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Обратная задача для цилиндра
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Слабая постановка → СЛАУ
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Идентификация ПН в цилиндре
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Идентификация ПН в цилиндрической оболочке
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Из 1-го уравнения движения:

Зондирование – на одной частоте колебаний 

Из 2-го уравнения движения:



Идентификация ПН в цилиндрической оболочке
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Идентификация уровня ПН в покрытии
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Дополнительная информация
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Модель Тимошенко
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Модель Кирхгофа
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Начальное приближение
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Неизвестные функции:

ИУФ 1-го рода:



Сведение к СЛАУ на текущей итерации

(19)

–  базисные функцииk –  искомые к-ты разложенияka

(20)

(21)

( )  ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

22 11 12 12 11 22, , , ( ),    ,n n n n n n n

S

K K K dS F      − − − −

− + −  +  = 

( 1) ( 1) ( 1)

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )n n n

l

F P u f P u f dl



− − − = − + − 

Серия из  m эксп. по частотному зондированию

( )n – поправка к искомой функции напряжений (Эри) на n-ой итерации

0( ) ( )

11 22

0( ) ( )

22 11

0( ) ( )

12 12

,

,

,

n n

n n

n n

 

 

 

 = 


=  


= − 

( ) ( )

, 1 2

, 0

N
n n k l

k l

k l

a x x
=

 = 

( ) ( )

1

N
n n

k k

k

a 
=

 =

( ) ( 1) ( 1)

, ,

, 0

N
n n n

k l k l

k l

a A F− −

=

=

( )( 1) 2 ( 1) 1 1 ( 1) 2 ( 1)

, 1 2 11 1 2 12 1 2 22( 1) ( 1)n k l n k l n k l n

k l

S

A l l x x K klx x K k k x x K dS− − − − − − − −= − − + −

Полином. разложение:

1) 2) 3) ….

1,   1,k k m = 1 2,   1,k k m m = +

( -1) ( -1) ( -1) ( -1)

2,0 2,0 2,01 1 1 1

( -

( ) ( ) ( )

2,0 1,1 0,2

( ) ( )1) ( -1) ( -1) ( -1)

2,0 2,0 2,02 2

( )

2,0 1,1 0 2 2

( -1) (

2,0 2

,2

( ) ( )

2,0 1 1 ,, 0

...

...

...

n n n

n n n

n n n n

n n n n

n n

m

n n

A A A F

A A A F

a a a

a a a

a A Aa

       + + + =       

       + + + =       

  + 
-1) ( -1( )

0,2

) ( -1)

2,0 ...n n

m m m

n Aa F








     + + =      



Анализ чувствительности

Какие зондирующие нагрузки наиболее 

эффективны для реконструкции 

начальных напряжений?



Реконструкция
Истинные 

напряжения

0

 0



8 итераций

111.98 10  ПаE = 

Реконструкция плоского начального НДС

4 частоты зондирования:

0

, 6 4
max

10 10
x y

E


− −= 

0

11  (Па) 0

22  (Па) 0

12  (Па)

точные законы 

восстанавливаемых 

функций напряжений



Заключение

• На основе линеаризованной модели о колебаниях предварительно 

напряженного (ПН) тела представлена общая постановка краевой 

задачи и ее вариационная формулировка. 

• Рассмотрены постановки обратных коэффициентных задач об 

идентификации полей ПН при наличии дополнительной информации об 

измеренных амплитудах перемещений в некотором частотном 

диапазоне. 

• Изучены некоторые обратные задачи о реконструкции ПН различных 

типов в пластинах и цилиндрах, проведены и проанализированы 

вычислительные эксперименты.

Спасибо за внимание!
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